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R~um6 
Nous montrons qu'un graphe G est un produit d'arbres (une grille~ si et seulement si G est 
m~dian et n'a pas de sous-graphe convexe isomorphe ~ Kz.3 - e Ifi K2.3 - e et Kt.3~. 
Abstract 
We show that a graph G "s a product of trees {a grid graph) ifand on|y ifG is median and has 
no convex subgraph isomorphic to K.,~ - e {to Kz.3 - e and Kt.3). 
O. Introduction, d~finitions et notations 
Remarquant que le produit d'arbres est un graphe m6dian, nous montrons 
qu'inversement, un graphe m6dian e contenant pas de sous-graphe convexe isomorphe 
fi K2.3 - e (Fig. I{bD est un produit d'arbres. Nous montrons ensuite qu'un produit 
d'arbres ne contenant pas de sous-graphe convexe isomorphe fi Kt.3 est une grille. 
La terminologie g6n6rale sur les graphes uit Bondy et Murty [2]. Les graphes 
G = IVIG), E{G)) utilis6s ont connexes, imples et sans boucles. On note par G[X]  le 
sous-graphe de G induit par le sous-ensemble d sommets X. La distance da{x, y) 
(dlx,),) iorsque il est clair de quel graphe ii s'agit) est la Iongueur d'une g6od6sique 
(plus court chemin) entre x et y dans G. Pour tout graphe connexe G, (V(G), d~) est un 
espace m~trique. Pour tout couple de sommets de G, appelons intert'alle l'ensemble 
lc,(X, )9 = {v ~ V{Glld~(x, y )= da{x, v)+ da{r, y)}. Un ensemble C ~_ V{G) est con- 
rexe si pour tout x, y ~ C on a l lx,  y) c_ C. Un graphe G est isomdtriquement plonge- 
able dans un graphe H s'ii existe une application f : VIG) ~ V{H) telle que pour tout 
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x, y ~ V(G) on ait d~(x, y) = dn(f(x),f(y)).  Si V(G) ~_ V(H) alors, G est un sous- 
graphe isombtrique de H. Le produit de n graphes est le graphe G = G~ []--. [] G, tel 
que V(G) est le produit cart6sien des V(G~) et e = (x~ . . . . .  xn)(yl . . . . .  y~) ~ E(G) si et 
seulement si il existe i, 1 ~< i ~ n, tel que x~y~ E(G~) et xk = y~, pour k # i. On dit que 
e appartient au facteur G~. La projection d'un somrnet X = (x~ . . . . .  x,) de G sur le 
i-6me facteur est sa coordonn6e xi. La fibre de X par rapport au facteur Gi est 
I'ensemble Fib(X, Gi) = {Z E V(G)Izi = xi}. Le cube Qn est le produit de n ar6tes. Si 
tousles facteurs ont des chemins on obtient une grille. 
1. Relation de Djokovic et graphe m6dian 
Soit G un graphe biparti. Pour toute ar~te ab de G on d6finit l 'ensemble 
Nab = {v e V(G)ld(v, a) < d(v, b)}. I1 est clair que Nab et Nba partit ionnent V(G). 
Djokovic [3] a introduit la relation 6 suivante: si e, f~ E(G), e = abet f=  xy alors 
e l f  ~ {x,y}c~Nab~O et {x ,y}r~Nba~0.  
U est facile de voir que 6 est r6flexive et sym6trique, mais en g6n6ral t~ n'est pas 
transitive comme on le voit facilement pour K2, 3 (voir Fig. 1 (a)). Appelons 6-classes 
les classes d'6quivalence iorsque cette relation est transitive. Djokovic a montr6 que si 
Nab et Nba sont convexes pour toute ar6te ab de G alors, 6 est transitive. La 
r6ciproque st montr6 dans [4]. 
Remarqne 1. I1 est facile de voir que si ~ est une 6quivalence et e et f sont  deux-ar~tes 
d'une g6od6sique, alors e et fne  peuvent pas 6tre dans la m~me classe d'6quivalence. 
Th~r6me (Djokovic [3]). G est isombtriquement plongeable dans un cube si et seule- 
ment si G est biparti et pour route ar~te ab e E(G), Nab et Nba sont convexes. 
v z v 
Fig. la. K2.3 Fig. lb. A = K2.3 - e 
y .  . z  
v w v 
A z 
v 
Fig. Ic. B = KI.3 
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Dans la suite, tousles graphes G utilis6s seront des graphes midians c'est/~ dire, des 
graphes tels que pour tout x, y, z e V(G) on ait if(x, y, z)[ = 1, oil l(x, y, z) = l(x, y)n 
l(y, z)nl(x, z) ou de fa(;on 6quivalente: il existe un unique m = ma(x, y, z) ~ V(G) tel 
que d(x, 3,) = d(x, m) + d(m, y), d(x, z) = d(x, m) + d(m, z) et d(y, z) = d(y, m) + 
d(m, z). Notons que, les arbres et les cubes sont des graphes m&lians. 
Th6or6me (Mulder [5]). Les trois propriltis suivantes ont iquivalentes: 
(1) G est un graphe m~dian; 
(2) G n'a pas de triangles et pour tout x ,y ,z~ V(G) avec d(x ,y)=2,  on 
a II(x,y,z)l = 1; 
(3) G est isomdtriquement piongeable dans un cube Q et pour tout x, y, z ~ V(G), 
ldx ,  y, z) ¢: 0. 
Pour toute ar6te ab de G notons: Dab la ~-classe de abet  Bab rensemble de 
sommets de Nab incidents avec au moins une ar6te de Dab. 
Citons maintenant quelques propd6t6s importantes des graphes m6dians: 
(m.l) Vab e E(G), Nab, Bab, Nba et Bba sont convexes [5]. 
(m.2) La classe Dab est ane coupe et un couplage de G et rapplication f : Bab -~ Bba 
telle que f (x) = x' lorsque xx' e Dab induit un isomorphisme entre G[ Bab] et G[ Bba] 
[53. 
Pour tout sous-ensemble A d'un espace m6trique (X, d), on appelle projections d'un 
616ment x dans Ales 616ments a e A tels que d(x, a) est minimum. Tardif [7] a d6fini les 
pr~fibres comme des sous-ensembles A de X v6rifiant: pour tout x e X, rensemble des 
projections contient un seul 616ment, que nous noterons aussi pA(x), tel que pour tout 
b ~ A, d(x, b) = d(x, pA(x)) + d(pa(x), b). I1 a remarqu6 que les pr6fibres ont convexes 
et: 
(m.3) G est m6dian si et seulement si ',oat intervalle st un pr6fibre [7]. 
A partir de (m.3), il est facile de voir que tout ensemble convexe C d'un graphe m6dian 
est un pr6fibre. Quelques propri6t6s de la fonction projection Pc, lorsque C est un 
ensemble convexe d'un grapbe m6dian, sont r6sum6s dans [7]. Entre autre: 
(m.4) Si B est convexe alors, pdB) est convexe. 
(m.5) Si A est un sous-ensemble convexe de C alors, pc- l (A) = {x ~ V(G)lpc(x) ~ A} 
est convexe dans G. 
Nous donnons maintenant une nouvelle caract6risation des graphes m6dians. Pour 
tout x E C notons Cx -- pF l(x). 
Proposition I. G est un graphe midian si et seulement si pour tout ensemble convexe 
C lafamille {Cx[x e C} est une partition convexe de V(G}. 
Prenve. La condition n6cessaire est 6vidente par unicit6 de la projection et (m.5). 
Montrons maintenant, que les conditions du th60r6me impliqucnt la propri6t6 (2) du 
th60r6me de Mulder. Toute ar~te ab de G est un ensemble convexe. Par cons6quent, 
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G n'a pas de cycle impair sinon, pour une ar6te ab d'un cycle impair minimal, 
C~ = Nab et Cb = Nba ne seraient pas une partition de V(G). D'aprds le th6or/~mc de 
Djokovic, G est isom6triquement plongeable clans un cube Q. Par cons6qucnt, pour 
tout u, v, w de G il existe unc unique m6diane me(u, v, w) dans Q. Soient maintenant, 
u, v e V{G) tel quc d(u, v) = 2. Puisque pour toute ar~te ab, Nab et Nba sont convexes, 
ia relation/~ est transitive done G n'a pas de K2.3 induit. Par cons6quent, rintervalle 
IG{u, v) peut avoir au plus deux sommets x et x' diff6rents de u et de v. Si 
IG(u,v)= {u,x,x ' ,v} alors, 16(u,v)= IQ(u,v) et pour tout sommet w de G, 
me(u, v, w) e V (G) et done, G est m6dian. Soit 16(u, v) = {u, x, v}. Ceci veut dire que 
rensemble {u, x, v} est convexe. Par consequent C,, Cx et C~ forment une partition 
convexc de V(G). Si, w e C, (w e CD alors, m6(u, v, w) = u (m6{u, v, w) = v). Soit alors 
w EC~. Du fait que C~ est convexe et x eC~ on a x el6(v,w),  sinon 
dG(w, x) = d6(w, v) + d6(v, x) (G est biparti) et done, v e Cx, ce qui est impossible. De 
m6me x ~ 16(w, u). Done x ~ 16(u, v, w) et par suite II6(u, v, w)l = 1 puisque 
16(u, v, w) ~ 16(u, v, w) et [16(u, v, w)[ = 1. G cst done un graphe m~dian. []  
Corollaire 1. Soit, G un graphe mbdian, P un chemin convexe de G avec 
V(P) = {0 . . . . .  k} et Co . . . . .  Ck les niveaux convexes partitionnant V(G). Alors, toute 
ar~te de G non-incluse dans un niveau, joint deux niveaux successifs, Di(i ~- 1) est 
l'ensemble d'ar~tes entre Ci et Ci+l et donc, Bi(i + l )uB i ( i -1 )c_  C~. De plus, 
N( i -  1)i = U)z~c j .  
Preuve. Si, au contraire, il existe une ar~te xy avec x ~ C:, y ~ C ie t  i ~< j - 2, alors, il 
est clair, d'apr~s la Proposition pr6c6dente, que xy 6 i(i + 1) et xy ~ ( j  - l)j. La 
transitivit6 de t~ implique i(i + 1)/~ ( j  - 1)j, ce qui est impossible d'apr6s la Remar- 
que 1. []  
2. Caract~risation des produits d'arbres et des grilles 
Dans la suite, les graphes A = K2.3 - e et B = KLa vont jouer an r61e important. 
Remarquons d'abord que le produit de deux graphes m~dians est m6dian. Si C un 
ensemble convexe de sommets d'un graphe G alors, G[C] est appel6 sous-graphe 
convexe de G. Il est clair que si C est convexe alors, G[C] est un sous-graphe 
isom6trique de G. 
Le lemme suivant rassemble tousles r~sultats techniques n6cessaires fi ia preuve du 
r6sultat principal. 
Lemme. Soit, Gun tjraphe mbdian tel que G n'a pas de sous-graphe convexe isomorphe 
fi Aet  Tun  arbre convexe maximal dans G. On a: 
(i) s ix  est de de qrb 1 dans T et y est son voisin dans T alors, on a Bxy = Nxy; 
(ii) pour tout x ~ V(T) et pour tout voisin y de x dans T on a Bxy = Cx; 
(iii) pour tout x, y ~ V(T), G[Cx] est isomorphe fi G[Cr], notb G[Cx] ~- G[Cr]; 
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(iv) s ix  est de degrJ 1 dans T et y est le voisin de x dans T alors, si ton note 
G' = G[Nyx], pour tout uv e E(T - x) on a Buy(G) = Buv(G'); 
(v) si T a au moins trois sommets alors, dans les conditions de {iv), T - x est un arbre 
convexe maximal dans G' = G[ Nyx]. 
Preuve. (i) Du fait que Test  convexe dans G, tout couple d'ar6tes de Test  contenu 
dans une g6od6sique de G. Par cons6quent, d'apr~s la Remarque 1, la seule ar6te de 
T dans la classe Dxy est xy. Aussi, par maximalit6 de T, le sommet x n'a pas de voisin 
dans Nxy - Bxy. Si ce n'est pas le cas, soit x' un voisin de x dans Nxy - Bxy et 
T' = Tuxx ' .  T 6tant convexe t G biparti, x' ne peut 6tre reli6 fi aucun sommet de 
T autre que x et done, T' est un arbre. Moatrons maintenant, que T' :-st convexe. 
Supposons, au contraire, qu'il existe dans G ~:ne g~od~sique p(x', z~ avee z ~ V(T), 
telle que p(x', z) ne soit pas contenue darts T'. l~videment, la premi6re ar6te x'z' de 
cette g6od6sique st diff6rente de x'x. Soit y' le premier sommet de p(x', z) dans Bx~. 
Le chemin pr(x, z) de Test  convexe dans G. D'apres le corollaire Iet la remarque 1, les 
&classes des ar6tes de ce therein sont disjointes et d'apr6s (m.2) ces classes ont des 
coupes de G. Par cons6quent, p(y', z) est de longueur sup6rieure ou 6gale fi pr(x, z) et 
donc, d(x', y') = 1. Par cons&luent, x' a deux voisins dans Bxy, ce qui est impossible 
car, la projection de x' sur Bxy est unique puisque Bxy est convexe t G m&lian. Doric, 
T' est un arbre convexe contenant T, en contradiction avec la maximalit6 de T. Done, 
x n'a pas de voisin dans Nxy - Bxy. 
Si on suppose maintenant que Nxy - Bxy ~ 0 alors, du fait que Nxy est convexe 
(et doric connexe), il existe un sommet v ~ Bxy ayant un voisin u ~ Nxy -- Bxy, avec 
d(x, y) minimum. On a l(x, v) ~ Bxy, car Bxy est convexe. Par le choix de v, tout 
voisin z de v dans 1(x, v) n'a pas de voisin dans Nxy - Bxy. Soient vv' et zz' les ar6tes 
de la classe Dxy. On a z'v' ~ E(G) par risomorphisme (m.2) entre G[Bxy] et G[Byx] 
(voir la Fig. 2). 
Du fait que le sommet u ne peut pas avoir de voisin diff6rent de v darts Bxy (Bxy est 
un pr6fibre) il est clair que l (u , z )= {u, v,z} et l(u, v ' )= {u, v, v'}. G n'a pas de 
Kz. 3 induit car, G est m6dian. Par cons6quent, l(z, v') = l(v, z') = {v, v', z, z'}. Du fait 
que Dxy est une coupe et que z n'a pas de voisin dans Nxy - Bxy, on en d&luit que 
Fig. 2. 





{u,v,z,v ' ,z '} = l(u,z') est ,~onvexe. G contient donc un sous-graphe convexe 
isomorphe fi A, ce qui ¢~ ;:apossible. Donc, Nxy = Bxy, d'ofi (i). 
(ii) Si x est de degr~ I dans T alors, du fair que les J-classes des ar~tes de T sont des 
coupes disjointes on d~duit du corrollaire (1) et de (i) que Cx = Bxy. Si dT(x) > I alors, 
soient yet  z, deux voisins de x dans T. Montrons d'abord que Bxy = Bxz. L'unique 
chemin Pr(Y, z) dans Test convexe dans G. D'apr~s la Proposition 1, {y, x, z} induit 
la partition convexe Cy, Cx et C: de V(G) (voir Fig. 3). On a x ~ Bxy•Bxz  et d'apr~s 
le Corollaire 1 on a, BxyuBxz~_Cx.  Si, Bxy~Bxz  aiors, supposons que 
Bxz - Bxy ~ O. 
Par connexit~ de G[Bxz] (Bxz est convexe), il existe une ar~te vb de G avec 
v ~ BxynBxz  et b ~ Bxz -  Bxy. Soient, v' et v" les voisins de v dans Bzx et Byx 
respectivement (voir Fig. 3). 
D'apr~s (m.2), v'b' est une ar~te de G. Par unicit~ de la projection, v" n'a pas de 
voisin different de v dans Cx. On peut alors, montrer comme dans (i), que 
{v", v, b, v', b'} est convexe. Donc, G contient un sous-graphe convexe isomorphe fi A, 
ce qui est impossible. Ainsi, Bxz-  Bxy = 0 et de m~me Bxy-  Bxz = 0 ey donc, 
Bxy = Bxz. Supposons maintenant que C~ - Bxy ~ O. Si Bxy = {x} alors, il existe un 
voisin x' de x dans C~ - Bxy. La projection de x' sur T ~tant x on d~duit facilement 
que Tuxx '  est un arbre convexe dans G, en contradiction avec le fait que Test  
convexe maximal. Si Bxy contient des sommets diff~rents de x aiors, il existe un 
sommet u dans Bxy ayant un voisin v dans Bxy et un voisin z dans C~ - Bxy. 
En notant par u'v' rar~te isomorphe de uv dans Byx on peut montrer comme 
ci-dessus que Gr{u, v, z, u', v'}] est convexe t isomorphe fi A. ce qui est impossible, 
d'ofi (ii). 
(iii) Se d~duit directement de (m.2) et (ii) si x et y sont adjacents et par transitivit~ le
long du chemin de T reliant x et y sinon. 
(iv) I! suffit de montrer que C~ = Buy et C,. = Bvu sont incluses dans Nyx. Rap- 
pelons que V(T) est un pr~fibre de G. Par consequent, pour tout z e C, on 
a d(z, y) = d(z, u) + d(u, y) < d(z, u) + d(u, x) = d(z, x) et donc, C~ ~_ Nyx. De m~me, 
C,. ~_ Nyx, ce qui prouve (iv). 
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(v) Du ~'ait que Nyx est convexe dans G, il est clair que T - x est convexe dans G'. 
Supposons que T - x n'est pas convexe maximal dans G'. Montrons d'abord qu'on 
peut augmenter convexement T - x seulement avec des ar~tes incidentes ~i y. Si ce 
n'est pas le cas, soit z ~ V(T)  - {x, y} et zz' une ar~'~, de G' telle que T' = (T - x )uzz '  
soit convexe. Soit pr(x, z) l'unique chemin convexe de T entre x et z et soit u le voisin 
de z dans pT(x, z). Du fait que zes t  la projection de z' dans T il est clair qu¢ 
z'~ Bzu = C:. Par risomorphisme ntre G[Bzu] et G[Buz] il existe un 4-cycle 
contenant u, z et z' et alors T' n'est pas convexe, en contradiction avec ia supposition. 
Donc, la seule arSte/t ajouter/L T - x pour obtenir un arbre convexe T' ne peut ~tre 
incidente qu'avec y. Si yy' est une telle ar~te alors, du fair que la projection de y' dans 
Test y, nous avons y' e Byx. Soit xx' dans G[Bxy], I'ar~te isomorphe/! yy'. Soit vun 
voisin de y dans T - x (T a ou moins trois sommets). Nous pouvons montrer comme 
dans (i) que {x, x', y, y', v} = X est convexe dans Get G[X]  est isomorphe fi A, ce qui 
est impossible. Ceci ach~ve la preuve de (v). []  
L'unicit~ de la factonsation d'un graphe connexe st montr~ dans le papier de 
Sabidussi [6]. Ainsi, nous pouvons proc~der ~la factorisation en produit d'arbres ans 
se soucier de i'ordre des facteurs~ 
Tl~or~me. Si G est un graphe m~dian alors: 
(i) G est un produit d'arbres si et seulement si G n'a pas de sous-graphe com:e~:e 
isomorphe ~ A. 
(ii) G est une grille si et seulement si G n'a pas de sous-oraphe convexe isomorphe 
dAetdB.  
Prenve. C.N. (i): G est m~dian comme produit de graphes m&lians. Si on suppose que 
G contient un sous-graphe convexe isomorphe d A alors, du fait que les facteurs n'ont 
pas de cycles, le 4-cycle de A est le produit de deux ~r~tes el et e2 appartenant ~ deux 
facteurs diff~rents Tl et T2. Supposons que el E E(TI ) et ez ~ E(T,). La projection fde  
l'arSte yz de A n'appartient pas/t au moins un des facteurs Tl ou Tz, disons f¢E(Tl ) .  
Par consequent, le produit de el et de fdonne un 4-cycle de G contenant les ar~tes xy 
et yz et done, A n'est pas convexe dans G. 
C.N. (ii): from&liar. 
C.S. (i): Nous allons montrer la condition suffisante, par r~currence sur IV(G)[. 
Nous pouvons upposer que G n'est pas un arbre. Soit Tun  arbre convexe maximal 
dans G. Soit x un sommet de degr~ 1dans T et y tel que xy e E(T). Montrons d'abord 
par r~urrence sur I Y(G)l que: 
(a) G = ToG[C~];  
(b) Vz ~ V(T), Fib(z, T) -- (7=. 
Si on suppose que T ne contient que rar6te xy alors, d'apr~s (i) et (iii) du lemme, il
est clair que G v6rifie (a) et (b). Supposons maintenan~ que T contienne au moins trois 
sommets. Le graphe G' = G[Nyx] est un graphe m~lian, comme sous-graphe con- 
vexe de G. Aussi, par convexit6 de Nyx, G' ne contient pas de sous-graph¢ convexe 
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isomorphe fi A. D'apr6s le (v) du lemme, T - x est un arbre convexe maximal de G'. 
On a I VIG')I < I V(G)I et alors, par hypoth6se de r6currence, on a: 
G' = IT - x)E]G'[C~.] et Vz ~ V(T - x), Fib(z, T -- x) = C:(G'). 
D'apr/~s (ii), (iii) et (iv) du lemme on a Cr(G) = Cr(G' ) et G[Cr]  - G[Cx] et donc, 
G' =(T  -x ) [2G[Cx]  et Fib(y, T -x )= Cr(G ). D'apr6s (i) du lemme et (m.2), 
Nxy = Cx et le couplage Dxy induit un isomorphisme ntre G[Cx] et G[Cy]. Par 
consequent, G = T[]G[Cx] et Fib(x, T) = Cx, d'ofi (a) et (b). Ii est clair que G[Cx] 
v6rifie les conditions du th60r6me comme sous-graphe convexe de G. Evidement, 
ICxl < I V(G~I et donc, par hypoth6se de r6currence G[Cx] est un produit d'arbres. 
Par suite G est un produit d'arbres. 
C.S.(ii): I! suffit de montrer que l 'arbre T ci-dessus n'a pas de sommets de de- 
gr6 > 2. S ice n'est pas le cas soit x un sommet de T ayant au moins trois voisins u, vet 
w dans T. Par convexit~ de T, le sous-graphe G [ Ix, u, v, w } ]est  convexe t isomorphe 
~i B, en contradiction avec l'hypoth6se, d'o/= le r6suitat. []  
R~f~rences 
[I] H.-J. Bandclt and M. van de Vel, Superextensions and depth of m6dian graphs, J. Combin Theory Ser 
A 5711991) 187-202. 
[2] J.A. Bondy and U.S.R. Murty, Graph Theory with Applications (American Elsevier, New York, 1977). 
[3] D.Z. Djokovic, Distance-preserving subgraphs of hypercubes, J. Combin. Theory Ser. B 14 11973) 
263-267. 
[4] R.L. Graham and P.M. Winklcr, On isometric embeddings ofgraphs, Trans. Amer. Math. Soc. 288 
11985l 527- 536. 
[5] H.M. Mulder, The Interval Function of a Graph, Math. Centre Tracts. Vol. 132 IElsevier, Amsterdam, 
1980~. 
[6] G. Sabidussi, Graph multiplication. Math. Z. 72 ~1960)446 57. 
[7] C. Tardif, Prefibers and the cartesian product of metric spaces, Discrete Math. 109119921283 -288. 
